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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o crescimento da populacao brasileira e da
dinamica das plantas sazonais. As ferramentas matemadticas utilizadas sao as equa-
¢oes de diferencas, progressoes geométricas e resolucoes de equacoes de terceiro grau.
Os dados do IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) da populagao
do Brasil sao modelados através de equacoes de diferencas fornecendo previsoes de
populacoes futuras. A solugao da equacgao de diferencas da propagagao das plantas
esta naturalmente associada a resolucao de uma equacao de terceiro grau, que é
resolvida a partir dos seus coeficientes.

Palavras-chaves: Dinamica Populacional, Equacao de Terceiro Grau, Equagoes
de Diferencas.

1 Introducao

A capacidade de previsao da ciéncia vem aumentando desde que o advento da mecanica
newtoniana, em fins do século XVII, trouxe um aumento sem precedentes das suas possibi-
lidades previsivas. Uma das caracteristicas mais marcantes dessa revolucao protagonizada
pelo cientista inglés Isaac Newton foi a ‘matematizagao da fisica’s toda afirmacao fisica
deveria ser exprimivel por meio de equagoes matemaéticas e as conclusoes seriam obti-
das através da resolugao dessas equacoes e da manipulacao de expressoes também ma-
tematicas. Acredita-se que nessa parte da histéria nao surgiu a modelagem matematica
mas talvez nela tenha se utilizado essa ferramenta com consciéncia [6].

Muitos problemas que requerem uma analise na vida real se demostram extremamente
complexos para que possamos analisar e determinar dados exatos a respeito da situacao
dada. De fato, problemas da vida real sofrem o efeito de diversas variaveis, muitas das
quais nao conseguimos sequer mensurar. Contudo, utilizando as ferramentas matematicas
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adequadas, podemos abordar um problema abstraindo-o para um problema mais simp-
les com um numero determinado de variaveis, que sejam mais representativas e exercam
maior influéncia no problema, as quais possamos determinar como se interagem entre si e
como variam em func¢ao do tempo, se esse novo problema for suficiente para que possamos
obter os dados necesséarios a nossa aplicacao entao obtemos um modelo matematico valido
para a andlise do problema. Diversas ferramentas da Matematica podem ser usadas nesse
processo. Em particular, as equacoes diferenciais e equagoes de diferencas nos permitem
modelar matematicamente quantidades que mudam continuamente no tempo. Dentre as
diversas quantidades que mudam com o tempo, uma das situacoes mais significativas é o
estudo das populagoes, o qual aparentemente segue regras desordenadas, contudo, através
de uma série de abstragoes e modelos que sao validos ora em uma determinada situacao,
ora em outra, demostraremos como ¢ possivel utilizar a Modelagem Matematica na re-
solucao deste tipo de situacao. Algumas ferramentas matematicas foram utilizadas nos
estudos das populacoes, inicialmente baseando-se em tabelas de dados das taxas de cresci-
mento das populagoes no passado e estimativas futuras. A partir desses dados estatisticos
e de uma modelagem adequada, é possivel se prever taxas de crescimento futuras das po-
pulacoes em andlise e assim, caso necessério, atuar no dimensionamento de recursos para
essas populagoes ou no controle efetivo da mesma, caso o crescimento seja indesejavel.

No estudo de plantas anuais, deve-se fazer o levantamento de dados através de conta-
gem de sementes, porém, no nosso trabalho atuamos com taxas ficticias para compreensao
do fendémeno.

Na préxima se¢ao mostraremos os estagios do processo da modelagem matemaética.

2 Modelagem Matematica

Modelagem Matemaética é um processo dinamico utilizado para obtencao e validacao de
modelos mateméaticos. E uma forma de abstragao e generalizacao com a finalidade de
previsao de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar
situacoes da realidade em problemas matematicos cujas solucoes devem ser interpretadas
na linguagem usual [6]. Na Figura 1 esquematizamos o processo de modelagem de uma
situagao real [7].

Iniciamos com um problema nao matematico, alguma situagao que necessite de enten-
dimento e andlise para que dele formulemos algum pensamento de resolucao. O estagios
da modelagem matematica sao:

e Experimentacao: E uma atividade essencialmente laboratorial onde se processa
a obtencao de dados. Os métodos experimentais, quase sempre sao ditados pela
prépria natureza do experimento e objetivo da pesquisa. Neste estagio entendemos
o problema detalhadamente.

e Abstragao: E o procedimento que deve levar a formulacao dos Modelos Ma-
tematicos. Nesta fase, procura-se estabelecer a selecdo das varidveis, isto é, a
distincao entre as variaveis de estado que descrevem a selecao de variaveis, a dis-
tribuicao entre as varidveis de estado que descrevem a evolugao do sistema e as
variaveis de controle que agem sobre o sistema. A problematizacdo ou formulacao
aos problemas tedricos numa linguagem propria da area em que se estd trabalhando,
Formulacao de hipoteses. De uma maneira geral, as hipdteses referem a freqiiéncia
da interrelagao entre as varidveis, observada experimentalmente (hip6teses observa-
cionais), mas também podem ser anunciadas de forma universal quando se procura
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Figura 1: Cronograma de Modelagem [7]

generalizar os resultados investigados), e por ultimo temos a Simplificagdo. Nao
sao raras as situagoes em que o modelo da origem a um sistema matematico que
nao apresenta a minima possibilidade de estudo devido a complexidade. Neste caso
a atitude serd de voltar ao problema inicial e tentar restringir as informacoes in-
corporadas ao modelo a um nivel que nao desfigure irremediavelmente o problema
original, mas que resulte num problema matematico tratavel.

e Resolucgao: Neste estagio o modelo matematico é obtido quando se substitui a lin-
guagem natural das hipdteses por uma linguagem matematica coerente, e como um
dicionério, a linguagem matematica admite ‘sinonimos’ que traduzem os diferentes
graus de sofisticacao da linguagem natural. A resolucao de modelos é uma ativi-
dade prépria do matematico, podendo ser completamente desvinculada da realidade

modelada.

e Validagao: Eo processo de aceitacao ou nao do modelo proposto. Nesta etapa,

os modelos juntamente com as hipoteses que lhes sao atribuidas devem ser testados
em confronto com os dados empiricos, comparando suas solucoes e previsoes com 0s
valores obtidos no sistema real. O grau de aproximagcao desejado destas previsoes
serd o fator preponderante para sua validagao. E um ultimo estagio, e caso ele

exista, tem-se a Modificacao.

e Modificagao Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a re-
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jeicao ou aceitacao dos modelos. Quando os modelos sao obtidos considerando
simplificacoes e idealizagoes da realidade, suas solugoes geralmente nao conduzem
as previsoes corretas e definitivas. Também uma previsao pode estar errada ou dis-
cordar da intuicao por for¢a de algum erro ou um ‘caminho errado’ tomado pelo
modelador. Assim sera necessaria a revisao do trabalho e nova tentativa de mode-
lagem [6].

A modelagem eficiente permite fazer previsoes, tomar decisoes, explicar e entender;
enfim participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas mudangas. Sa-
lientamos mais uma vez que a aplicabilidade de um modelo depende substancialmente
do contexto em que ele é desenvolvido. Um modelo pode ser ‘bom’ para um bidlogo e
nao para um matematico e vice-versa. Um modelo parcial pode atender as necessidades
imediatas de um pesquisador mesmo que nao comporte todas as variaveis que influenciam
na dinamica do fenomeno estudado.

Na préxima secao mostraremos uma primeira aplicacao de equacoes de diferencas.

3 Crescimento Populacional

O IBGE, Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, dentre muitas outras funcoes
destina-se também a estudar e analisar o crescimento populacional brasileiro, regional ou
nao. Porém, devido ao alto custo e uma série de outros fatores, esse estudo, ou contagem
populacional, é feito de maneira discreta, ou seja, de tempos em tempos. Geralmente,
em um periodo de espacamento de quatro anos é feita a contagem da populacao para
determinar o crescimento populacional do pais e utilizar esse dados para vérios assuntos,
discussoes e projetos. Assim, matematicamente, o uso das equacoes de diferencas sao
adequadas para o estudo de crescimento populacional.

Seja P, a quantidade da populagao em cada estagio n. Assim, iniciamos com P,, a po-
pulagao inicial. Pela diferen¢a da segunda populacao pela primeira resulta no crescimento
(ou decrescimento, caso o sinal seja negativo) que o primeiro obteve neste intervalo [4].

Matematicamente significa:

Pl—POIIP(] (1)

Em que z representa a porcentagem de crescimento (ou decrescimento) de Fy. Assim,
a equagao (1) pode assumir a seguinte forma:

Seguindo o mesmo raciocinio determinamos P,. Pelo procedimento andlogo, temos:
P=(1+2x)P, (3)
Substituindo (2) em (3), temos que:

P2:(1+I'>2P0

Se repetirmos o mesmo procedimento n vezes obtemos a equacao (4) que é uma Pro-
gressao Geométrica dada por:

P,=(1+2x)"F (4)

em que
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e P, é a populagao em cada estagio n.
e 1 é a taxa de crescimento (decrescimento).
e I ¢é a populacao inicial.

Substituindo (1 + z) por A na equagao (4), temos:

P, = \"P, (5)

4 O estudo das Equacoes de Diferencas no Cresci-
mento Populacional Brasileiro

O Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) para descrever o crescimento
da populacao tanto do pais todo como de determinadas regioes utiliza a linguagem das
equacoes de diferengas. Quando afirma em [3]que, na década de 1991-2000, o Brasil cresce
a taxa média anual de 1.64%, temos A\ = 1.0164. Portanto, neste caso (5) pode ser escrita
como:

P, = (1.0164)" P,

Vamos esbogar o gréfico da equagao (5) como mostra a Figura 2 (a) com Py =
149926149. Como A é maior que 1 entao a populagao cresce.
Estudamos outras hip6teses. A Figura 2 itens (b), (c¢) e (d) mostram o que ocorre
com o numero de habitantes de determinadas populacoes quando o valor de A assume
respectivamente, 0 < A< 1, A=0e A= 1.

O IBGE apresenta as Tabela 1 e Tabela 2. Observe que em [3] as estimativas da
taxas de crescimento de 2004 a 2010 sao diferentes. Vejamos como fazer para calcular a
estimativa da populacao para 2010 utilizando equacoes de diferencas. Observe que:

onde Py é a populacao de 2004. Logo, P, = 1.0126F,. Continuando o processo, concluimos
que:
Ps = (1,0126).(1,0124).(1,0122).(1,0119).(1,0116).(1,0112) Py (7)

Fazendo este calculo determinamos uma estimativa para a populacao brasileira em
2010, utilizando equacoes de diferengas, que é igual a 192380000, Figura 3. Este valor
esta proximo da estimativa do IBGE na Tabela 2.

Generalizando a equagao (7), temos que:

Pn:)\1>\2"')\np0

2004 a 2005

2005 a 2006

2006 a 2007

2007 a 2008

2008 a 2009

2009 a 2010

1,26

1,24

1,22

1,19

1,16

1,12

Tabela 1: Taxas de crescimento da popula¢ao em porcentagem [3].

(8)
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Figura 2: Estudo do comportamento da populagao dependendo da razao A [4].
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2004

2005

2006

2007

2008

2009

2010

179113540

181341499

183554255

185738317

187885996

189990983

192040996

Tabela 2: Estimativas populacionais com data de referéncia em 01 de julho dos respectivos
anos [3].

Porém, existem valores de A que nao podemos aplica-los em nimero de habitantes de
populagoes porque assumem valores negativos. Assim, existe uma curiosidade sobre as
equagoes de diferencas. Elas podem ser aplicadas em Matematica Financeira. Veremos
estes casos na proxima segao, com exemplos graficos [4].

5 Equacoes de Diferencas em Economia

As equagoes de diferencas sao muito utilizadas na area econémica, principalmente em juros
simples e compostos. O raciocinio é andlogo ao utilizado nas secoes 3 e 4 para crescimento
populacional, em outras palavras, o crescimento economico pode ser considerado como o
crescimento populacional da seguinte maneira. Substituindo-se as variaveis utilizadas
anteriormente na equagao (4) por variaveis conhecidas da drea economica e obtendo-se a
equacao:

FV =(1+x)"PV 9)
onde
e F'V (Valor Futuro) é o P,.
e 1 ¢é a taxa de juros.
e n representa o ano de capitalizacao.
e PV ¢é o montante inicial (Valor Presente), ou seja, um valor inicial.

Neste caso, o Valor Futuro pode assumir valor negativo, por exemplo, quando se esta
devendo alguma quantia. Isto acontece quando A assume os valores A = —1, —1 < A < 0e
A < —1 e estes resultados sao mostrados na Figura 4 itens (a), (b) e (c), respectivamente.
Existem situacoes reais em que o dinheiro aplicado em algum tipo de negociacao bancéria
ou, em situagoes mais comuns, no mercado de agoes tem comportamentos semelhante aos
graficos da Figura 4.

6 Propagacao de Plantas Anuais

Plantas anuais produzem sementes ao fim de cada verao. As plantas florescem germinam
e morrem, deixando seu material genético nas sementes, que adormecem, e assim devem
sobreviver durante o inverno para realizarem uma nova geragao de plantas. A seguir, uma
determinada fracao destas sementes germinam. Outras sementes permanecem adormeci-
das por um ano ou mais, antes delas germinarem. Porém, de todas as sementes, existem
aquelas que sao perdidas, talvez por predadores, ou por estarem doentes ou mesmo pelo
tempo. Mas para que as plantas sobrevivam como espécie, uma populacao suficientemente
grande deve ser renovada anualmente.

Nesta secao, formulamos um modelo para descrever a propagacao das plantas anuais.
O principal problema na realizagao de tal estudo é o fato das sementes permanecerem
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Figura 4: Estudo do comportamento da funcao dependendo da razao .

dormindo por diversos anos antes de germinarem. O problema requer assim que mante-
nhamos sistematicamente as populagoes das plantas e das reservas das sementes de cada
idade no banco de sementes [6].

Estagio 1 - Indicagao do problema

As plantas produzem sementes até o fim de seu crescimento (geralmente até o meés
de agosto), depois disso morrem. Uma fragao destas sementes sobrevivem ao inverno, e
algumas dessas germinam até o comego da estagdo (por volta de maio), levando a uma
nova geracao de plantas. A fracao que germina depende da idade das sementes.

Estagio 2 - Definicoes e Suposigoes

Primeiramente definimos todos os parametros e constantes especificados no problema.
Em seguida definimos as variaveis. Neste estagio, observamos um esbog¢o do problema na
Figura 5, onde:

P, = plantas na germinacao n;

= numero de sementes produzidas por planta em agosto;
= fracao de sementes com um ano de idade que germinaram em maio;
= fracao de sementes com dois anos de idade que germinaram em maio;
= fracao de sementes com trés anos de idade que germinaram em maio;
= fragao de sementes que sobreviveram a um dado inverno.

SEECR SN

Assim, determinamos a equagao:
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Figura 5: Modelo de plantas anuais [4].
P, =aoyP,_1+ fo(l —a)oyP,—o+ d0(1 — B)o(1l — a)oyP,_3 (10)

Aqui, para simplificar, consideramos as fragdes constantes para todos os fenomenos
ocorridos. Por exemplo: As sementes que sobreviveram trés anos consecutivos necessa-

riamente, tem a mesma fracao de germinagao. Nesse caso nos trés anos as sementes
sobreviveram com a mesma fracao de germinacgao [7].

Para simplificar a equacao (10) fagamos:
a=aoy

b= pPo(l—a)oy
d=060(1—p)o(l—a)oy.

Temos:

Pn :CLPn_l +an_2+dPn_3 (11)
Substituindo P, = ¢A™ em (11), obtemos:

A" — acA"t = beA"? — deA P =0 (12)
Colocamos em evidéncia cA\" ™3 na equagao (12), temos:
A" 3N —ad? —bA —d) =0 (13)
Logo, A =0o0u X* —a)\? —b\ —d = 0.
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Para A = 0, tem-se P, = 0 para qualquer n (solugao trivial), que sé tem sentido se
Ph=P =P =0.
Se X\ # 0 entao,

N —aX — b\ —d=0 (14)

Assim, dependendo dos parametros da equacao (14) a populagao P, cresce ou decresce,
ou seja, como P, = c\", o comportamento de P, depende de A. Para A\ = 1, temos a

equagao (14) com a seguinte forma:
l=a+b+d (15)

Substituindo os valores de a, b e d em (15), obtemos:

1 =a0y+ po(l —a)oy+do(l —B)o(l —a)oy (16)

Colocando o v em evidéncia em (16), determinamos a equagao:

1 =[ao+ fo(l —a)o+do(l—pB)o(l —a)oly (17)
Para simplificar substituimos m = ao + fo(1 — a)o + d0(1 — B)o(1 — a)o em (17).
Assim, (17) é dada por:

v = m (18)

1
Interessa-nos que A > 1, isto é , v > — logo, P, cresce como mostra a Figura 6 (a).
m

Caso contrario, P, decresce significando extingao, mostrado na Figura 6 (b).
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Figura 6: Grafico da germinagao das plantas.

Para determinar a solucao do problema faz-se necessario encontrar as raizes da equacao
(14) de terceiro grau . Pois a solucao da equagao (11) é dada por:

Pn = Cl/\qlI + 02)\3 + C3)\§L

Na proxima secao determinamos as solucoes de uma equacao polinomial do terceiro
grau, em termos dos seus coeficientes.
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7 Solucoes das Equacoes de Terceiro Grau

Dentro da histéria da Matemaética as equacoes polinomiais sao um dos assuntos mais
relevantes. E conhecido que os babilonios utilizavam, por volta de 1800 A.C., alguns
métodos de resolucao de equacoes de segundo grau enquanto que os egipcios, na mesma
época, apenas possuiam métodos de resolugao do primeiro grau.

Os antigos gregos utilizavam métodos geométricos na resolucao de algumas equagcoes
do 2° grau e até alguns tipos de equagoes cubicas. Os hindus, no inicio da era crista, ao
contrario dos gregos empregam métodos aritméticos na resolucao das equagoes, os quais
foram desenvolvidos pelos arabes. Um dos mais significantes resultados desse periodo
arabe é a solugao da equacao do 2° Grau pela férmula de Béskara [1].

Apesar de tudo, as resolugoes algébricas para as equagoes cubicas eram desconhecidas.
No fim do século XV e inicio do século XVI os matematicos italianos, principalmente de
Bologna, descobriram que a solucao da equacao cibica poderia ser reduzida aquelas dos
seguintes tipos: z° + pr = ¢, 2* = pr + q e 3 + q = pr (observe que essas distingoes sio
decorrentes do nao reconhecimento dos niimeros negativos).

Spcipio del Ferro, e mais tarde Niccolo Fontana (conhecido como Tartaglia), desco-
briram as solugoes daquelas equagoes. Os argumentos de Tartaglia foram apropriados
e divulgados por Cardano em Ars Magna em 1545, que também divulgou o método de
Ferrari de redugao de uma equagao de 4° grau para uma de terceiro grau [1].

Nosso objetivo é determinar as trés solugoes da equacao do terceiro grau (19) a partir
dos coeficientes desta equacao.

N4+ al +bA+d=0 (19)
Substituindo em (19) A por ¢ — a/3 ne equagao (19), obtemos:
(t—a/3)*+a(t—a/3)* +b(t—a/3)+d=0 (20)
Fazendo manipulagoes algébricas segue que a equacao (20) é equivalente a:
t* + (—((a®)/3) + b)t + (((2/27)a’) — ab/3 + d) = 0 (21)

Podemos notar que o coeficiente do termo de segundo grau é igual a zero. Fazendo as
substituicoes:

o p=(—(a%)/3) +
e ¢=(((2/27)a®) — ab/3 + d)
A equagao (21) se transforma em:

t+pt+qg=0 (22)

Motivados em determinar as solugdes da equagao (22), calculamos a expressao:

t = x+ 12

Onde 7 e x5 sdo raizes da equacao 22 — Sz +P = 0 (e portanto satisfafem x; +x9 = S
€ 1T = P) [8]
Isso fornece os seguintes calculos:
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3 =y 4 19 + 3Yw125 [V21 + V3

t*=5+3VP (23)

Assim, para determinarmos ¢ temos que resolver uma equacao do terceiro grau. Dessa
forma, dada uma equagao do terceiro grau é possivel escrever suas raizes como soma de
raizes ctibicas de raizes de uma equacao do 2° Grau. Isso pode ser feito a partir das
equagoes (19) e (23). Assim, determinemos os nimeros P e S tais que:

%p:\?’/ﬁ qg=-95

de forma que z1 e x5 sdo raizes da equagdo z? —Sz+ P = o, e consequentemente /z, + /.
satisfaz a equagao t* + pt + ¢ =0 [8].

Assim,
3
—-Pp
P=— S=-
27 1
P
ou seja, T1 € Ty sdo raizes de 2% + qr — == = 0, isto &,

27

—q ¢ —q ¢
==+ S Y 24
=Y o S 4 To7 (24)

Seja R = —7(] e Q= g, logo, a equagao (24) é dada por:

r=R+VR+@Q  wm=R-R+Q

donde,

t:{’/R+ 1%32+Q)3+\3/}2—\/ch3

satisfaz 3 + pt +q = 0.
Vamos entao definir z; e 25 como sendo:

a= YR VETQ,  m={YR-VELQ

Cada raiz cubica pode assumir trés valores complexos, mas a equacao

=P (25)

. , p
diz que o produto das duas raizes deve ser —.

Assim,

Z1.29 = ?p (26)
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Porém, sabemos que existem trés valores como raizes, sendo que neste caso podem
assumir valores complexos [1]. Se

27T+, .27
W = coS — + 7 Sin —
3 3

e substituindo se necesséario, zy por wzs ou w?zy e z; por wz; ou Wz, temos:

2w zow? = 3 (27)

z1w2.22w = = (28>

3

Logo, as raizes cibicas de t3 + pt + ¢ = 0, serao:

t, =21 + 29 ty = w2z + w2z ty = w2z + wzy (29)

a
Em (29) temos as trés raizes de t3 + pt + ¢ = 0, adicionamos t = —3 em t, ty e t3 e
obtemos as trés raizes da equagao (19) dadas especificamente por:

(

a
)\1 =21+ 22 — §
1 a 1.
/\2 = —5(21 + 22) — § + 52\/5(21 — ZQ)
1 a 1.
\ /\3 = —5(21 + ZQ) — g — 52\/3(21 — ZQ)

E importante ressaltar as observagoes que seguem:
Se a, b e d sao ntimeros reais e se D = Q3 + R? é o discriminante, entao:

e uma raiz é real e duas sao conjugadas complexas se D > 0;
e todas as raizes sao reais e no minimo duas sao iguais se D =0 ;

e todas as raizes sdo reais e destintas D < 0.

Se D < 0, o célculo pode ser simplificado usando trigonometria:

21 = 3R+Z —

:

3

Z9 = R—1

]

Segue que:

21+22:\7;+\/%

onde z = /R +iv/—D
Pela primeira férmula de Moivre [2] temos:
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Yz = pé(cos(g) —i—z’sin(g))
N pé(cos(g) - iSiﬂ(g))

Das equacgoes anteriores segue que:

[N
Wl

Ve+Vz = 2p§(COS(§) =2(-Q?) cos(g) = QMCOSé)

Sabendo que:

z=R+1v-D

p=ll=VR —D=VRE-Q' - R = V-’
Se D < 0 a solucao é:

7

( A1 = 24/—Q cos (g)

Ay = 24/—Q cos (g +120°)

0
| A3 =2V —Qcos <§ 4 240°)

onde cos ) = ———, visto que:
/=3

2z =1/—Q3(cosf + isinf)

R+ivV—D = +/—Q3(cosf + isinf)

Por consequéncia temos:

R =+/—Q3cos#

Ou entao:
R
cosf =
—Q3
Assim, temos também que:
)\1 + )\2 + )\3 = —a /\1>\2 + )\2)\3 + )\3)\1 =b )\1)\2/\3 = —d

Onde A1, A2, A3 520 as trés raizes da equacao inicial de terceiro grau A\34+-a\?+bA+d = 0
que queriamos calcular.

Resumindo [5], dada a equagao ciibica: A* + a\? + b\ + d = 0, suas rafzes Aj, Ao, A3
expressas em termos dos coeficientes a, b e ¢ sdo:
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a
)\12214—2’2—5

1 a 1.
< )\2 = —5(2’1 + 22) — § -+ 52\/3(2’1 — 2’2)

1 a 1,
)\3 = —5(21 -+ 22) — g — 52\/5(21 — ZQ)

Onde:

_Sb—a2 R_9ab—27d—a3

@ 9 o4

w=\ R+ V@ 2 n=\R— @+ 2

Na préxima secao apresentaremos as conclusoes do trabalho.

8 Conclusao

Neste trabalho realizamos um estudo do crescimento da populacao brasileira e da pro-
pagacao de Plantas Anuais. Na Modelagem Matemadtica utilizamos como ferramenta as
equacoes de diferencgas, concluimos que o crescimento populacional brasileiro comporta-se
como uma Progressao Geométrica. Com dados do IBGE pudemos estimar o futuro e ana-
lizarmos os graficos gerados pelas equacgoes de diferencas do modelo estudado mostrando
também aplicacoes na Matematica Financeira.

Assim, constatamos que as equacoes de diferencas sao uma ferramenta ttil no estudo
de estimativas de populacoes, dando resultados proximos do IBGE.

A modelagem da Propagacao de Plantas Anuais por equagoes de diferencas nos leva a
resolucao de uma equagao do terceiro grau. Concluimos que dependendo dos parametros
da equagao (14) temos a continuagdo ou a extingao da espécie.

Assim, concluimos o trabalho ressaltando a importancia das equacoes de diferencas na
modelagem matematica e visualizamos a realizacao de aplicagoes em outras areas.
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